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J. Phys. A: Math. Gen. 13 (1980) 1145-1158. Printed in Great Britain 

Eine Lie- Algebra, die Delaunay-similar-Elemente in der 
exzentrischen Anomalie erzeugt 

J Baumgarte 
Mechanik-Zentrum der Technischen Universitat Braunschweig, Postfach 3329, D-3300 
Braunschweig, Deutschland 

Received 23 July 1979 

Zusammenfassung. Uber die Konkretisierung eines abstrakten Isomorphismus zwischen 
zwei Lie-Algebren S0(4,2) wird die Transformation des Keplerproblems von kartesischen 
Koordinaten auf Delaunay-similar-Elemente in der exzentrischen Anomalie gewonnen. 

Abstract. The concretisation of an abstract isomorphism between two Lie-algebras 
S0(4,2) leads to the transformation of the Keplerian problem from Cartesian coordinates 
into Delaunay similar elements in the eccentric anomaly. 

1. Einfuhrung 

Wir wollen eine Lie-Algebra der Poissonklammern (zur Definition siehe 2.B. Goldstein 
1974) herleiten. Als Vorlage hierfur dient die bekannte Lie-Algebra SO(3) der 
Drehimpulskomponenten 

Ll, = XJP,  - X I P I ,  i, j =  1 ,2 ,3 ,  (1.1) 

mit den kartesischen Koordinaten x ,  und den konjugierten Impulsen p , .  
Es gelten die Poisson-Klammerrelationen (vergl. Barut 1972): 

i, j ,  k = 1 ,2 ,3 ,  
(1.2) 

[L,,, L t k l =  gllLlk, 

g,, = 61,. 

L,, = -L Irr 

Folgender Punkt ist fur die Aufstellung unserer Algebra sehr wichtig: Wir sehen, daj3 
die Elemente der Algebra SO(3) (1.1) die Dimension einer Wirkung haben. Diese 
Dimension mussen uberhaupt alle Elemente einer Poisson-Algebra besitzen, wenn die 
Strukturkonstanten dimensionslos sein sollen. Denn die Bedingung, dafl die Poisson- 
klammer aus zwei Funktionen der Impulse und Koordinaten von gleicher Dimension 
wieder eine Funktion dieser Dimension ergibt, ist nur zu erfullen, wenn alle drei 
Funktionen die Dimension einer Wirkung haben. 

2. Die S0(1,2) der Kepler-Hamiltonfunktion in der exzentrischen Anomalie 

Die klassische Hamiltonfunktion der Keplerbewegung mit der Zeit t als unabhangiger 
Variablen lautet: 

H=' 2 P  2 -  K 2 / r ,  PT = (PI,  P 2 ,  P 3 ) ,  2 = x : + x ; + x : ,  (2.1) 
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1146 J Baumgarte 

(K2:  Gravitationsparameter; reduzierte Masse: m = 1). Sie ist aber keine Wirkungs- 
variable. Nun liefert die Theorie der Transformation auf Wirkungs- und Winkelvari- 
able fur die eigentliche Wirkungsvariable a der total entarteten Keplerbewegung 
bekanntlich die Beziehung (vgl. 2.B. Goldstein 1974): 

a - K2(-2E)-1’2 = 0 ,  (2.2) 

wobei E die Gesamtenergie ist. Diese Relation legt es nahe, den homogenen Formal- 
ismus (Stiefel and Scheifele 1971) zu benutzen. 

Beim homogenen Formalismus (extended phase space) wird eine neue unabhangige 
Variable s (fiktive Zeit) eingefuhrt. Die (physikalische) Zeit wird abhangige 
(dynamische) Variable t = xo (Zeitkoordinate), und damit tritt auch der zu ihr kon- 
jugierte Impuls p o  in der verallgemeinerten homogenen Hamiltonfunktion auf. Es ist 
po die negative Gesamtenergie, wobei jedoch die Anfangsbedingung 

( H + p o ) l s = o  = 0 

erfullt sein muJ3. 

Hamiltonfunktion 
In diesen Formalismus ist es zweckmaoig, in der verallgemeinerten homogenen 

(2 .3)  

den Skalierungsfaktor p so zu wahlen, dafl der Ausdruck [-K2/(2p0)’”] isoliert 
auftritt. Dies fuhrt mit 

HE = (H+PO)P, p = p (Pi, xi, Po, xo) > 0 

p = r ( 2 p p 2  (2.4) 

HE = [r/(2po) I[2P +pol-[K2/(2Po)1’21 

auf folgende verallgemeinerte homogene Hamiltonfunktion H?, 

(2.5)  

in der-im Gegensatz zu einer anderen Wahl von p-keine Wurzeln auftreten 
(Baumgarte 1979b). Durch diese Wahl von p (2.4) haben wir bekanntlich die exzen- 
trische Anomalie als unabhangige Variable eingefuhrt. Wir wollen nun in (2.5) den 
Ausdruck [ -K2 / (2p0)1 /2]  fortlassen. Dies konnte man mit folgender Begrundung tun: 
Weil in der Hamiltonfunktion (2.5) die Zeitkoordinate xo ignorabel ist, kann man in 
(2 .5)  p o  als Konstante ansehen. Laot man nun den konstanten Ausdruck 
[-K*/(2po)1/2]  fort, dann entfallt natiirlich die xb-Gleichung (Zeitintegration; ’ = 
d/ds). 

Diese Begrundung des Fortlassens von [-K2/(2po)1’2] ist wegen des Ansehens von 
p o  als Parameter und nicht als Impuls unbefriedigend. Wir wollen daher folgender- 
maJ3en argumentieren: Wir sehen in (2.5) den konstanten Parameter ( - K 2 )  als Impuls 
an und setzen daher 

1 /2  L 2 

( -K2)  =p4. (2.6) 

Die zum Impuls p4 kanonisch konjugierte Koordinate x4 ist ignorabel. 
Das umgekehrte Vorgehen, namlich den zu einer ignorablen Koordinate kon- 

jugierteten Impuls zu einer Konstanten (gegeben durch die Anfangsbedingung) zu 
machen, ist nichts Neues. Nun fuhren wir eine kanonische Transformation der Impulse 
unter sich durch, welche ~ ~ / ( 2 p ~ ) ” ~  in p4 uberfuhrt und alle anderen Impulse, also pl ,  
p 2 ,  p 3  und p o  in sich selbst transformiert. Eine derartige kanonische Transformation 
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besteht, wie man sich leicht uberzeugt, nur aus den Transformationsgleichungen 

P4/(2Po)”2 =P4, P o  = B o ,  (2.7a) 

X o  = 20- (p4/2Fo)&, X4 = .f4/J%, (2.7b) 

wobei fur X4 gilt: 

X4 = s = U +const. ( 2 . 7 ~ )  

Setzen wir nun (2.6) und (2.7a) in (2.5) ein, dann bekommen wir, wenn wir fur F, p 2 ,  Po 
wieder r, p 2 ,  p o  schreiben: 

(2.8) 
Wir konnen nun (2.8) als neue homogene Hamiltonfunktion auffassen. Lassen wir jetzt 
den isolierten Impuls p4 fort, dann sind wir gewissermaj3en zur inhomogenen Hamil- 
tonfunktion zuruckgegangen. 

Diese Hamiltonfunktion, die wir H” nennen wollen, ist naturlich die eigentliche 
Wirkungsvariable a (2.2) 

1/2  1 2 
ff: =[r/(2po) I[ZP +POl+P4. 

(2.9) 
1/2 1 2 

a = H” = [r/(2po) Ihp +pol. 

Die neue unabhangige Variable, welche die durch (2.9) beschriebene Bewegung 
wiedergibt, ist-als Konjugierte zu p4-, wie bereits erwahnt, bis auf eine Konstante die 
exzentrische Anomalie, also s = U + const. 

Neben der Wirkungsvariablen H*, die wir in unserer Poisson-Algebra aus spater 
ersichtlichen Griinden L56 nennen, nehmen wir noch das Element L46 

(2.10) 

welches gleichfalls die Dimension einer Wirkung hat, zur konstruierenden Lie-Algebra 
mit hinzu. Durch Poisson Klammerbildung 

(2.1 1) 

-1/2 1 2 
L46 = r(2pO) [ z p  -PO], 

[L46, L561= -L45 = -x * p = -(xlpl + x2p2 + x3p3) 

wird eine abgeschlossene Algebra S0(1,2), bestehend aus den Elementen L45, L46, L56 
gewonnen. Man iiberzeugt sich davon, daj3 folgende Strukturrelationen gelten (vergl. 
Barut 1972): 

(2.12) 
g44 = 1, g55 = g66 = -1 ; g. .  11 = 0 3 i # j .  

Die Bezeichnung S0(1,2) sagt aus, daj3 unter den drei Groj3en gii eine positiv und zwei 
negativ sind. 

3. Die Lie-Algebren S0(4,2) und S0(3,2) 

Wir wollen nun die Algebra S0(1,2), festgelegt durch die Gleichungen (2.9), (2.10), 
(2.11), (2.12) in eine hohere Algebra einbetten. Das Vorkommen des ‘Dilatators’ 
(diese Bezeichnung stammt von Stickforth 1977) L45 = x .  p legt es nahe, dies Ziel uber 
die bekannte Beziehung 

r2p2 = (x . p12 - (x x p)’  (3.1) 
zu suchen. Es sind nun rp,, rp2, rp3 proportional zu den Komponenten des Vektors 



1148 J Baumgnrte 

x’ = dx/ds (s = U + const). Wegen der in der Himmelsmechanik bekannten Oszillator- 
Gleichung (fur das ungestorte Kepler-Problem) 

(x’)”+ x’ = 0, (3.2) 

der die Poisson-Klammerrelation 

[[rpj7 H”1, H * l +  rpj = 0, 
entspricht, wobei H* durch (2.9) gegeben ist, bilden 

j = 1,2 ,  3, (3.3) 

1/2  1 2 rp,, H* = r(2po)- [SP +pol, [rp,, H*I, i = 1 , 2 , 3  
fur jedes j eine abgeschlossene Poisson-Algebra S0(1,2). Man stellt nun fest (vgl. 
Baumgarte 1978), dap die funf Elemente 

(3.4) 

die wir jet$ mit L16, L26, L369 L46, Lj6 bezeichnen wollen, durch fortgesetzte Poisson- 
Klammerbildung eine abgeschlossene Lie-Algebra S0(4,2) erzeugen. Sie erhalt 15 
Elemente. Darunter sind neben den Drehimpulskomponenten (1.1) die drei 
Komponenten des (2) Laplace-Vektors (Barut 1972, Baumgarte 1978, 1979a) 

LA = ( 2 ~ 0 )  {[SP -p~lx,  -b.  p ) p J ,  i = 1,2 ,3 ,  

(3.5b) Lt5 = @PO) {[ZP +p~lx ,  - (x. p ) p J ,  i = 1 , 2 , 3  

sowie der ‘Dilatator’ L4j=x.p  aus (2.11) und naturlich die in (3.4) angegebenen 
Elemente Lk6, k = 1, 2 , .  . . , 5 .  Durch explizite Rechnung bestatigt man, dap die 
Poisson-Klammer-Relationen lauten: 

-1/2 1 2 -1/2 1 2 rp1, rp2, rp3, r(2p0) [ZP -pol,-r(2p0) [ZP +POI = H”, 

(3.5n) -1/2 1 2 

ferner die Elemente 
-1/2 1 2 

[Lip L i k l  = giiL,k, L,, = -L,,, i , j , k = l ,  . . . ,  6, 

g11= g22 = g33 = g44 = 1, 
(3.6) 

g55 = g66 = -1 , g,, = 0, i # j .  

In Baumgarte (1978) wurde ausfuhrlich gezeigt, wie diese Lie-Algebra S0(4,2) die 
Dynamik der raumlichen Keplerbewegung beschreibtt. Dort wurde auch die fur die 
ebene Keplerbewegung charakteristische Poisson-Algebra S0(3,2) abgeleitet. Sie 
besteht aus folgenden 10 Elementen: 

-1/2 1 2 

-1/2 1 2 

M35 = r(2po) [SP -Pol 

M45 = r(2po) [SP +pol. 
Es treten hier folgende Abkurzungen auf 

f Das ‘Aufdecken’ und ‘Verbergen’ von Symmetrien wurde in Baumgarte (1979a) behandelt. 
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und es gelten die Poissonklammer-Relationen: 
M , .  = -M.. 

g44 = 855 = -1, 

i , j , k = l ,  . . . .  5 ,  
(3.9) 

[Mij, M i k  1 = giiMjk, 

gll = g22 = g33 = 1, gij = 0, i # j .  

4. Die Algebra S0(3,2) der Wirkungs- und Winkelvariablen 

Wir wollen jetzt eine Lie-Algebra S0(3,2) konstruieren, deren Elemente aus 
Wirkungsvariablen al, a2 und Winkelvariablen P1, P2 aufgebaut sind. Es gilt naturlich 

[a19 a21 = [Pl, Pzl= 0,  [Pl, a11 = [ P Z ,  a 2 1  = 1. (4.1) 

Zur Konstruktion dieser Algebra betrachten wir zunachst die Unteralgebra SO(3) der 
hoheren Algebra S0(3,2) angegeben in (3.7), (3.8), (3.9), welche aus den Elementen 
M12, M13, M23 besteht. Aus den Strukturrelationen (3.9) folgt: 

[M13, M121 = -M23, EM239 Ml21 = M13 ( 4 . 2 ~ )  

oder 

[[M13, M121, M121= -M13. (4.26) 

Setzt man M12 = al, dann gilt mit der zu der Wirkungsvariablen a1 kanonisch kon- 
jugierten Winkelvariablen p1 die Oszillator-Differentialgleichung 

dMi3IdPi = -Mz3; dM23IdPi = Mi3 (4.3U) 

oder 

dzM13/d/3:= -M13. 

Die Losung von ( 4 . 3 ~ )  bzw. (4.3b) lautet: 

(4.3b) 

M13 = a(a1, a2) cos P1, M23 = a ( a 1 , ~ )  sin P I  (4.4) 

(Eigentlich muj3te als Argument der trigonometrischen Funktionen (PI + c )  auftreten, 
c = c ( a l ,  cy2). Dies c ist jedoch unwesentlich und kann Null gesetzt werden.) 

Fur die Wirkungsvariable a2 verlangen wir naturlich 

ff2=M45, (4.5) 
wodurch die Hamiltonfunktion M45 der ebenen Keplerbewegung-beschrieben in der 
exzentrischen Anomalie-auf die eigentliche Wirkungsvariable transformiert wird. 
Aus (3.9) verifizieren wir die Casimir-Invarianten-Beziehung 

M:2 +M:3 +M:3 = Mis, (4.6) 

u(a1, a2) = ( a ; - a : y  (4.7) 

und erhalten hieraus die Amplitude a ( a l ,  c y z ) :  

(Wir entscheiden uns fur das positive Vorzeichep der Wurzel.) Damit erhalten wir- 
wenn wir die Elemente der neuen Algebra mit M bezeichnen- 

n i l 2  = a1, ni,3=(a;-a:)1’2cosp1, 

k 2 3  = (a$  - a?)”’ sin pl, (4.8) 
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und konnen uns davon uberzeugen, daJ3 die Poisson-Klammerrelationen (3.9) (fur die 
hi) gelten. (Es bedeuten 213, h i 2 3  die Komponenten des Laplace-Vektors.) 

Aus analogen Uberlegungen kann man die Unteralgebra SO( 1,2) bestehend aus 
den Elementen hi3,, hi35, hi45 = a2 konstruieren. Man verifiziert in (3.9), daJ3 die 
Casimir-Invarianten-Beziehung 

M i 5  - (M:4 + M:5 ) = M:2 (4.9) 

gilt. Aus (4.9) folgt mit den Poissonklammer-Relationen 

(4.10) 

fur die entsprechenden hi Elemente: 

hi34=(a$-aY:j1/2sinp2; 

h i 4 5  = a 2 .  

h i 3 5  = ( & ; - a y 2  cos 0 2 ;  
(4.11) 

Jetzt sind wir in der Lage, durch fortgesetzte Poissonklammer-Bildung die vollstandige 
Lie-Algebra S0(3,2) der hi-Elemente zu erzeugen. Wir mochten dabei noch erwah- 
nen, daJ3 nur vier Elemente, die alle Indizes von 1 bis 5 enthalten, ausreichen, um die 
vollstandige Poisson-Algebra S0(3,2) zu erzeugen. Es genugen z.B. hil2, hi23, hi3,, 

Wir geben nun die 10 Elemente unserer neuen Algebra S0(3,2) an, fur welche (mit 
hi) die Strukturrelationen (3.9) gelten. Neben hil2, h i 1 3 9  h i 2 3  (4.8) und hi34, hi3,, hi45 
(4.1 1) bekommt man noch 

G45. 

h i 1 4  = a2 cos p1 cos p 2  - a1 sin p1 sin p 2  

hi24=(Y2sin@1cosp2+CY1 cospls inp2  

h i 1 5  = -a2 cos p1 sin p2 - a l  sin p1 cos p2 
h i 2 5  = -a2 sin p1 sin p2 + a1 cos p1 cos p2.  

(4.12) 

Wenn wir nun den abstrakten Isomorphismus zwischen der Kepler-Algebra S0(3,2) 
(3.7) und der Algebra SO(3.2) in Wirkungs- und Winkelvariablen hiij, i, j = 1, . . . , 5 
konkretisieren, dann haben wir fur das ebene Oszillator-Kepler-Problem die Trans- 
formation von kartesichen Koordinaten auf Wirkungs- und Winkelvariable gewonnen. 
Wir finden (vgl. auch Baumgarte 1978): 

( 4 . 1 3 ~ )  

(4.13b) 

Pi = *i5/r, i = 1,2.  ( 4 . 1 3 ~ )  

Darauf wollen wir aber erst im wichtigeren dreidimensionalen Fall genauer eingehen. 

5. Physikalische Konsequenzen aus der Algebra S0(3,2) der i-Elemente und 
geometrischen Betrachtungen 

Es ist nun ein ganz wichtiger Punkt, daJ3 die Wirkungs- und Winkelvariablen a1, a2, PI,  
p2 nicht notwendigerweise zu einem zweidimensionalen Problem zu gehoren brauchen. 
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Vielmehr bilden alle Funktionen 

a1 = al(qlt q 2 ,  * , q n ,  P1, P 2 ,  * * * 9 P A  usw. (5.1) 

[a19 a21 = [ P I ,  P 2 1 =  0, ( 5 . 2 )  

des 2n -dimensionalen Phasenraumes, welche die Beziehungen 

[Pl, a11 = [PZ, a 2 1  = 1 

erfullen, auch eine Poisson-Algebra S 0 ( 3 , 2 ) ,  gegeben durch (4.8), (4.1 l), (4.12). Da  
nun p1 und P2 nur in trigonometrischen Funktionen auftreten und unsere Uber- 
legungen an mechanische Probleme geknupft sein sollen, wollen wir a l ,  PI und a ~ ,  P 2  

als zwei konjugierte Paare von Wirkungs- und Winkelvariablen auff assen. Sie gehoren 
zu einem n-dimensionalen mechanischen Problem, das durch die Hamiltonfunktion 

(5.3) 

beschrieben wird. Dabei sind im allgemeinen Fall die Winkelvariablen PI, p2 
mehrdeutig. Liegt jedoch bei unserem Problem zweifache Entartung vor, und gehoren 
alp1, a2P2 zu dieser zweifachen Entartung, dann sind neben a 1  und a2 auch die 
trigonometrischen Funktionen von p1 und P2 (PI,  P2 sind dann uneigentliche Winkel- 
variable) eindeutige Bewegungsintegrale der durch H (5.3) beschriebenen Bewegung. 
In diesem Fall sind also alle 10 Elemente GZk unserer Algebra S0(3,2) in (4.8), (4.1 l ) ,  
(4.12) eindeutige Integrale der durch H ( 5 . 3 )  beschriebenen mechanischen Bewegung. 

Die Vergrofierung der Anzahl der eindeutigen Bewegungsintegrale (im Vergleich 
zum allgemeinen Fall eines nicht entarteten Systems mit derselben Anzahl von Frei- 
heitsgraden) ist eine sehr wesentliche Besonderheit der entarteten Systeme. 

Naturlich ist der Fall, dafi die Elemente GI,,, i j  = 1, . . . , 5, eindeutige Funktionen 
sind, besonders interessant. Mit einem darartigen Fall haben wir es immer zu tun, wenn 
bei einem mechanischen Problem zweifache Entartung vorliegt. Der wichtigste Fall 
einer zweifachen Entartung bildet die dreidimensionale Keplerbewegung, beschrieben 
durch die Hamiltonfunktion 

(5.4) 

Bei jedem zweifach entarteten dreidimensionalen Problem konnen wir aus der 

H = H(q1, q 2 ,  . * * 9 q n ,  P1, P 2 ,  ‘ ’ ’ 9 P n )  

H = i p 2  - K 2 / r ,  

wobei die Zeit t unabhangige Variable ist. 

Algebra S0(3,2)  der GI] folgende Beziehungen verifizieren: 
Die Vektoren 

IT = M 2 3 ,  -Gm Gl2) 

n;r, = GI,,, i = 1, 2 , 3  (5.6) 

l . d & = O  (5.7) 

(1/a2)1 x n 2 4  = ni,, *5=GI5, i = l , 2 , 3 .  ( 5 . 8 )  

( 5 . 5 )  
und 

sind orthogonal, woraus die weitere Casimir-Invariante 

folgt. Aufierdem uberzeugt man sich, dafi weiterhin gilt: 

Fur ein zweifach entartetes dreidimensionales mechanisches Problem stehen also die 
drei Einheitsvektoren 

( 1 l a  2 )  1, ( 1 / a 2 1 ~ 4  9 ( 1 I a dni, 
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jeweils senkrecht aufeinander. (Fur die Betrage von 

I ,  Rj4, M5 gilt: 111 = jni,l = lni,l = cy2. )  

Nun wissen wir, daj3 bei der Keplerbewegung, beschrieben durch die Hamiltonfunktion 
H (5.4), die drei Komponenten des Drehimpulsvektors Bewegungsintegrale sind. 
Wenn wir nun den Vektor I als Drehimpulsvektor auffassen (dies konnen wir wegen 
[ I ,  HI = 0 tun), dann steht bekanntlich ( l / a2 ) l  senkrecht auf der Bahnebene und die 
beiden Einheitsvektoren ( l / a 2 ) & 1  und (l/cy2)&5 mussen in der Bahnebene 
(Zentralkraftproblem = ebenes Problem) liegen. Sie mussen daher die beiden Laplace- 
Einheitsvektoren sein. 
Setzt man 

(5.9) 2 1/2 cos I = cy1/cy2, sin I = [I - ( c y ? / c y 2 ) ]  

wobei die geometrische Bedeutung von I bekanntlich die Inklination ist, undfaj3t als 
Lange des aufsteigenden Knotens und p2 als Winkelabstand vom Knoten zum Perizen- 
trum auf, so gelten folgende geometrische Beziehungen. 

Das Vektorprodukt des Einheitsvektors in Richtung der Knotenlinie eK 

mit dem Normaleneinheitsvektor der Bahnebene eN 

sin p1 sin I 
eN = (l/cyZ)I = -cos p1 sin I 

C O S I  I 
also 

-sin p1 cos I 

[ sin I 1 eN x eK = cos p1 cos I = e,, 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

liefert den Einheitsvektor e, senkrecht zur Knotenlinie. Damit erhalt man fur den 
Einheitsvektor in Richtung des Perizentrums (den einen Laplace-Einheitsvektor) 

i cos cos p2 -sin p1 sin pz cos I 
A = eK cos & + e ,  sin p 2  = sin P I  cos p2+cos  p1 sin p2 cos I 

sin p2 sin I 
(5.13a) 

also 

A = ( 1 / ~ ) & ,  (5.13b) 

sowie (den anderen Laplace-Einheitsvektor) 

(5.14a) 

(5.146) 

-cos sin p2 -sin p1 cos p2 cos I 
B = -eK sin p2 + e, cos p 2  = -sin ,GI sin p2 + cos p1 cos p2 cos I [ cos p2 sin I 

also 

B = ( l / a z ) f i 5 .  (Vgl. Stiefel and Scheifele 1971, Seite 69). 



Eine Lie-Algebra 1153 

In seiner Arbeit hat Stickforth (1977) die Lie-Algebra S0(3,2) aus anderen Uber- 
legungen-jedoch in kartesischen Koordinaten und Impulsen und nicht in Wirkungs- 
und Winkelvariablen-aufgestellt. Aus der Unteralgebra SO(3,l)  bestehend aus den 
Elementen f i 1 2 ,  0 1 3 ,  2 2 . 3 ,  f i 1 4 ,  f i2 .4 ,  f i 3 ,  (beschrieben in kartesischen Koordinaten 
und Impulsen), also dem Drehimpulsvektor I und dem Laplace-Vektor a2A, welche 
eine Lorentz-Algebra ist, folgert Stickforth, dafl bereits fur das nichtrelativistische 
Keplerproblem eine Lorentz-Algebra SO(3,l)  und daruberhinaus auch eine Anti de 
Sitter-Algebra SO(3.2) (namlich unsere S0(3.2), aber beschrieben in kartesischen 
Koordinaten mit Impulsen) charakteristisch ist. Wir mussen jedoch feststellen, dap 
unsere SO(3.2) (beschrieben in kartesischen Koordinaten und Impulsen) nicht nur die 
Hamiltonfunktion H (5.4) allein auszeichnet. Vielmehr kommutieren alle 10 Ele- 
mente der S0(3,2) (in Koordinaten und Impulsen) nicht nur mit H (5.4), bzw. mit einer 
beliebigen Funktion f ( H ) ,  sondern daruberhinaus mit jeder beliebigen Funktion 
g(H, cos M ) ,  wobei M die mittlere Anomalie ist Stiefel and Scheifele (1971), und cos M 
eine eindeutige Funktion der kartesischen Koordinaten und Impulse ist. 

6. Die Lie-Algebra S0(4,2) der Wirkungs- und Winkelvariablen 

Wir suchen jetzt eine Realisation der Algebra S0(4,2) durch Wirkungs- und Winkel- 
variable a l ,  a2,  a 3 ;  pl, p2,  p3. In Analogie zu unseren bisherigen Uberlegungen ist 
diese Realisation leicht zu konstruieren. Zuerst setzen wir 

i l 2  = a1, i 5 6  = a 3 7  (6.1) 

womit die x3-Komponente des Drehimpulses und die Hamiltonfunktion H" (2.9) 
Wirkungsvariable werden. 

Identifizieren wir den Betrag des Drehimpulses mit der Wirkungsvariablen a2 (vgl. 
die Separation in Kugelkoordinaten), dann gilt wieder 

* 
L12 = a 1 9  i13=((Y;--(Y:)1/2 cosp1, 

i 2 3 =  (a;-aLY:)1/2sinp1. (6.2) 

Jetzt uberzeugt man sich in der S0(4,2) der Lij, i, j = 1, . . . , 6 ,  daj3 die Casimir- 
Invariante der Unteralgebra S0(3) ,  bestehend aus den Elementen L I Z ,  L13, L23, gleich 
der Casimir-Invarianten der Unteralgebra SO( 1,2), bestehend aus den Elementen L45, 

(6.3) 

L46, L56 iSt. Also gilt: 

L:2 + L:3 f L:3 = L:6 - (Lz5 + L426). 

Fur unsere neue Algebra S0(4,2) mu@ daher gleichfalls 

i :2  + i : 3  + i ; 3  = '2 = i : 6  - ( i 2 5  + f i 6 )  (6.4) 

erfullt sein. Dies liefert analog wie fruher (vgl. (4.9), (4.10), (4.11)): 

L' 4 5 -  - (  a3-aZ) 2 2 1 / 2  sin&, i 4 6 = ( a : - ( Y ; ) 1 ' 2  cosp2, 

i 5 6  = a3. 
(6.5) 

Hierbei ist p3 als kanonische Konjugierte zu a3 (bis auf eine additive Konstante) die 
exzentrische Anomalie U. Zur Erzeugung der vollstandigen Algebra S0(4,2) benotigt 
man jetzt nur noch ein weiteres Element, 2.B. i 3 4 .  Es reichen funf Elemente, 2.B. 2 1 2 ,  
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L"23, i 3 4 ,  i 4 6 ,  L"j6 oder auch i 1 4 ,  L24, i34, i 4 6 ,  L"56 aus, um durch fortgesetzte 
Poissonklammer-Bildung die gesamte Lie-Algebra S0(4,2)  zu erzeugen. 

Um das Element i34, bzw. die Elemente L"14, L"24, L"34, zu bestimmen, benutzen wir: 
1) die leicht zuverifizierende Beziehung, daj3 die sechs Elemente L 1 2 ,  L 1 3 ,  L 2 3 ,  L 1 4 ,  

L 2 4 ,  L34 der Algebra S0(4,2)  in Kap.3 eine Unteralgebra SO(4) bilden (Barut 1972, 
Baumgarte 1978), deren Casimir-Invariante L:6 = ist. Damit gilt 

(6.6) 

Ubernehmen wir die Aussage von (6.6) fur die i-Elemente,  so mu6 gelten 

(6.7) 

2) Wir benutzen auljerdem die Beziehung, dalj die sechs Elemente A?,,, G 1 3 ,  A?23, 

nil,, n;i24, *34 der Algebra S0(3,2) in Kap. 4 eine Unteralgebra SO(3,l)  bilden, deren 
Casimir-Invariante verschwindet. (Entsprechendes gilt naturlich auf fur die Elemente 
Mij, i, j = 1, . . . , 5 ,  der Algebra S0(3,2). 

Verlangen wir jetzt noch, daj3 fur unsere zu konstruierende Algebra S0(4,2)  die 
Elemente L"14, L"24, L3, die Komponenten des geeignet normierten (2.) Laplace- 
Vektors sein sollen, dann konnen wir iiber den Einheitsvektor A (5.13a, b )  ansetzen 

2 2  
i : 4  +L":4 +L":4 = a3- ( Y 2 .  

Wir konnen uns jetzt davon uberzeugen, daj3 die sechs Elemente L"12, L"13, L"23 (6.2) und 
f 1 4 ,  L 2 4 ,  i 3 4  (6.8) mit (5.13a, b )  und (5.9) eine Lie-Algebra SO(4) bilden, deren 
Casimir-Invariante a: ist, wie es sein SOH. 

Wie bereits gesagt, hatte man nur 

i34 = (a: - C U ; ) ~ / ~ ( I  - (al/a2)2)1'2 sin p2 
neben den Elementen L"13, L"z3, L 4 6 ,  i 5 6  benotigt. Durch fortgesetzte Poisson-Klam- 
merbildung aus i 1 3 ,  i 2 3 ,  i34, i 4 6 ,  is6 bzw. aus il4, i 2 4 ,  i34, L"46, i s 6  erhalt man jetzt 
die 15 Elemente der gesuchten Lie-Algebra S0(4,2).  

Fur diese Algebra bekommt man, neben L"12, L"56 (6.11, i 1 3 r  L"23 (6.21, i 4 5 ,  i 4 6  

(6.5), ii4, i = 1, 2, 3, (6.8) noch die Elemente 

L l j  = -a2 sin p3 [cos p1 sin p2 +sin p 1  cos p 2 ( a 1 / a 2 ) I  

+ a3 cos p3 [cos p1 cos p 2  -sin p1 sin p2(a1/a2)]  

L"2j = -a2 sin p 3  [sin p1 sin p2-cos p1 cos ~ 2 ( a l / a 2 ) 1  

+a3 cos p3 [sin p1 cos p2+cos sin p 2 ( a 1 / a 2 ) 1  
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Wenn wir auch hier den abstrakten Isomorphismus zwischen der Lie-Algebra der 
dreidimensionalen Keplerbewegung der L-Elemente und der entsprechenden Lie- 
Algebra der Wirkungs- und Winkelvariablen, also der i-Elemente konkretisieren, 
haben wir die Transformation des raumlichen Oszillator-Kepler-Problems von 
kartesischen Koordinaten auf Wirkungs- und Winkelvariable, d.h. auf Delaunay- 
similar-Elemente in der exzentrischen Anomalie gewonnen. Wir erhalten folgende 
Transformationsbeziehungen (vgl. auch Baumgarte 1978): 

1 -  
p .  = -L. 16, i = 1,2,  3. 

( 6 . 1 0 ~ )  

(6.10b) 

(6.1 Oc) 

Nach Einsetzen erhalt man fur die Transformationsgleichungen (6. l o a )  (vgl. auch 
Stiefel and Scheifele 1971 S. 53) in Vektorschreibweise: 

x = (2pO)-'/'{[a3 cos p3 - (a:  - L ~ : ) ' / ~ ] A  + a2 sin p3 B }  (6.11) 

fur (6.10b) erhalt man: 

r = (2p0)-1 /2(a3  -(cy: - cos ~ 3 ) .  (6.12) 

Die Gleichungen ( 6 . 1 0 ~ )  kann man folgendermaflen in Vektorform schreiben: 

rp = -a3 sin p3A + a2  cos p3B.  (6.13) 

Die obigen Vektoren A und B sind in (5.13~2) und ( 5 . 1 4 ~ )  angegeben. 

zwischen der exzentrischen Anomalie p3 und der wahren Anomalie $ 
Wir wollen noch folgendes bemerken: Benutzt man die bekannten Beziehungen 

(6.14) 

so bekommt man die bekannte Transformation auf Delaunay-similar-Elemente in der 
wahren Anomalie fur die Koordinaten x l ,  x2, x3, welche lauten (vgl. Bond 1976, 
Scheifele and Graf 1974) 

XI = r[cos($ + p 2 )  cos p1 -sin($ + p 2 )  sin p1 cos I ]  

xz = r[cos($ + p 2 )  sin P I +  sin($ + p2) cos p1 cos I ]  

x3 = r sin($ + p2) sin I 

(6.15) 

mit 

cos I = a1/az, sin I = [I - (a l /a2)2] ' /2 .  

Zum Schlufl wollen wir noch auf die Transformation von Delaunay-similar-Elementen 
auf Poincare-similar-Elemente in der exzentrischen Anomalie (also von DSu auf 
PSu-Elemente) eingehen. Diese kanonische Transformation ist in Bond (1976) (Seite 
290, Gleichung (15)) angegeben. Uber die sehr einfach abzuleitende inverse Trans- 
formation kann man die Lie-Algebra S0(4,2) der iij, i, j = 1, . . . , 6  und damit auch die 
Variablen xi ,  r, p i  (s. (6.10~-c)) durch PSu-Elemente ausdrucken. 
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Anhang 1. Die Auff assung des Gravitationsparameters als kanonischer Impuls in 
der Hamilton-Jacobischen Theorie 

In Kugelkoordinaten (r, 0 , 4 )  hat die homogene Hamiltonfunktion Hh = 
H +po mit ( - - K 2 )  = p4 die Gestalt: 

( A l .  1) H h - 2 { d  -1 +(1/r2)(p; +p2cos2  o ) } + ( P ~ / ~ ) + P ~ = o .  

In (Al .1)  sind po und p4 bereits Elemente. Mit 

Po = Po, (p i  + P$/cos2 0)li2 = P*, P‘$ = P‘$? P4 = P4 (A1.2) 

gilt fur die Erzeugende S,  

S = S ( X O ,  r, 4 4 ,  x4; PO, PG, P+, P4), (A1.3) 

die Hamilton-Jacobi-Gleichung 

&sf + (l/r2)(S2, + $/cos2 e) }+  (Sx4/r) + s,, = 0. (A1.4) 

Der Separationsansatz 

2 1 / 2  [-(2Po + 2P4/r + P$/r )] dr + (P$ - P$/cos2 d0 + P& + P4x4 + Poxo 

(A1.5) 

(r, ist noch geeignet zu bestimmen) liefert vier Konstante fur die Ableitungen 

Neu ist jetzt die Beziehung 

Mit 

a = -p4/2po, P$ = - P ~ P ~ ( I  -e)’, 

erhalten wir 

x4 - c4 = (2P0)-”2 [ cos-1 [ (1 -;/a’] -cos-l[ (1 -y-4]] 

(A1.6) 

(A1.7) 

(Al.8) 

Wahlen wir fur die noch freie Integrationsgrenze rp 

rp = a(1 -e),  (A1.9) 

(r, ist damit der Abstand vom Perizenlrum) so folgt mit dem Winkel U (es ist U = /33 die 
exzentrische Anomalie) 

(A1.lO) U = (2p0)”~(X4 - C4) 
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die Gleichung 

r = a ( l - e c o s u ) ,  a = K2/2po. ( A l . l l )  

Sie ist eine Ellipsengleichung mit der exzentrischen Anomalie U als Parameter, der 
grooen Halbachse a und der Exzentrizitut e. Die Gleichung 

aS/aPo = const (A l .  12) 

liefert, wie man leicht sieht, in Verbindung mit (A1.6) die Differentialgleichung 

dxo/du = r/(2P0)li2 (Al .  13) 

und damit 

xo-const = t - t, = U / ( ~ P ~ ) ’ / ~ ( U  -e  sin U),  = K2/(2po)3/2, (A1.14) 

(t,: Zeit am Perizentrum). 

Mit (Al.11) und (A1.14) hat man die Beziehungen zwischen Zeit, Radius und der 
exzentrischen Anomalie erhalten. Uber das Setzen von (--K2) = p4 ist die exzentrische 
Anomalie automatisch eingefuhrt worden. 

Die Gleichungen 

as/aP, = const = c@; 

fuhren auf bekannte Beziehungen. 

aS/aP, = const = c4 (Al.15a, b) 

Anhang 2. Die Quantelung der Ladung 

In der (nichtrelativistischen) Schrodingergleichung 

(A2.1) 

beschreibt der Hamilton-Operator H fur den Fall aller wasserstoffahnlichen Atome 
(bzw. Ionen) die Bewegung eines Teilchens im ‘Kepler-Feld’. Fur H wird (in Kugel- 
koordinaten) angesetzt: 

- h a -  H+ = -- -+ 
i a t  

Es ist dabei 

m : reduzierte Masse 

h 
pr = T(d/ar + l / r )  

1 

(A2.2) 

( A 2 . 3 ~ )  

(A2.36) 

( A 2 . 3 ~ )  

(Operator fur das Quadrat des Drehimpulses). In Analogie zur Einfiihrung des 
kanonischen Impulses p4 wird jetzt in (A2.2) der ‘Coulomb-Operator’ p. eingefuhrt. 
Damit dieser die Dimension einer Wirkung hat, tritt die charakteristische Gesch- 
windigkeit vo auf, welche eine der von Hartree eingefuhrten naturlichen Grundein- 
heiten fur die Beschreibung der Atomhulle ist. 
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Es gilt fur den Operator p u :  

h a  
P u  =- - i du’ 

(A2.4) 

Damit die Funktion J eine eindeutige Funktion ist, mug sie im Winkel U mit der 
Periode 277 periodisch sein. 

Der Ansatz 

J = (2771-l’~ exp(iZu)$; 

( Z  ist damit die 4. Quantenzahl) 

z = 0 ,  *l, 1 2 , .  * * , (A2.5) 

liefert die von (der ‘exzentrischen Anomalie’) U unabhangigen Schrodingergleichung 

h2I2 Zvoh h a  
( & ( P : + + I J L i l = - j j p  (A2.6) 

Der Ausdruck 

-Zvoh/r 

mu0 nun aber das Potential des Coulomb-Feldes darstellen. Daher drucken wir voh 
durch das Quadrat einer Ladung aus, also 

(A2.7) 

(mit e = 4,80 x lo-’’ el.stat. Einheiten)?. 
Damit kann man-wenn man Ze als Kernladung auffaj3t-auf die Existenz von 
Elementarladungen schliepen. 

Die Forderung, daj3 in der Schrodingergleichung die partielle Ableitung nach der 
‘exzentrischen Anomalie’ U vorkommen soll, bedingt-neben dem Auftreten einer 
ausgezeichneten Geschwindigkeit vo-die Quantelung der Ladung. 

2 voh = e 
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t Es ist naturlich ug = ac, mit (Y als Feinstrukturkonstanten und c als Lichtgeschwindigkeit. Aber die 
Lichtgeschwindigkeit brauchen wir im nichtrelativistischen Fall nicht zu kennen. 


